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YBOI

Y oBom pajty hemo ce OCBpHYTH Ha HEKe TeXHWKE KOje HUCY MHUPOKO MO3HATE,
YBECTH UX TOCTENEeHO, JOKA3aTH K/bYTIHE TeopeMe, Kao W jaTu npuMeHe. [pyro mo-
rJ1aB/be ce 0aBU yBOhemeM HEKHX OCHOBHHUX IIOjMOBA MOTPEOHUX 3a HACTAaBaK pa/ia.
Beh y Tpehem noriasby kpehemo ca npsum MeTosi0M, npek/ianajyhum mpecjainkaBa-
BUMa OJHOCHO jeJTHOM CTPAHOM KpEeTarha Tadaka. UeTBPTO MOr/IaB/be je mocseheno
koankama. OBje Takohe mokazyjemo u JApPyry CTpaHy KpeTama Tadaka, TaKO3BAHU
[IITajHepoB HAYMH reHepUCakHa KOHUKA. Y MIeTOM IOIVIaBJbY YJIa3UMO yV HajreHepaJi-
HUJU MeTOJ, KpeTama TadaKa, TAKO3BAHU MOJHHOMCKHU MeToia. OcTasia moriaBba ce
baBe kKyOukama, crenudu4Ho, MecTo yBoJAu OUTHY TeopeMy, JIOK y CeJIMO] U OCMO]
[JIAaBH TIOCMATPaMO 3HA4YajHE MpUMeHe KyOuka.
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OcHOBHU IOJMOBU

Hedununmja 2.0.1. /Iopasmepa 4 koanHeapHe Tauke je nedpunncana kao (A, B; C, D) =
g—g : %, T7e ¢y YK OpujeHTHCaHe. 1eTBOPKY TadaKa 30BEMO XapMOHH]CKOM VKO-
JIMKO je IbUXOBa JIBOpa3Mepa jegHaka —1.

Hedbununmuja 2.0.2. 3a aBe npase [, [, 1 Tauky P Koja ce He HAaJIa3W HU HA jeJIHO]
o1 HUX JedUuHAUNIEMO OMjeKTUBHO mpecinkaBame Kao: X € [y — PX Niy. OBo mpe-
CJIMKABAIHE 30BEMO MEPCIEeKTHBHOCT. JIaKo ce mpoBepaBa /ia MEePCIHEKTHBHOCT 1yBa
ABopasMepy. Kommo3unuja Buille mepcneKTUBHOCTH je TTPOjeKTUBHOCT.

Hedbunnnmumja 2.0.3. 3a yerupu npase ai, ds,ds, a4 Koje IpoJasze Kpo3 Tadky P
nedbuHAIIeMO TBOpa3Mepy Kao (a1, as;as, ag) = (Ay, Ag; Az, Ay) Tie je A; = 1N ay,
3a HEKY HACYMWUYHY paBy | He mapaJiesiny ca ;.

Hedbunumuja 2.0.4. TlosapHo npecankaBame y OJHOCY HA KPYT W, Ca MEHTPOM
O, jecte mpecanKaBarme Koje Membha MO U HmeroBy mojapy. Iloa nHeke mpase [ jecte
UHBEP3 MoJAHOKja HopMaJie 3 O Ha [ Ipu MHBEP3UjU OKO w, a [ je Iberosa moJjapa.
Caja HHje TemKo jeduHUCATH TOJAPHO IIPECTHKABAILE 38 KOHUKE, 3aUCTa JTOBOJHHO
je UpUMEHUTH LIPOjeKTUBHY TpanchopMalinjy Koja JaTu KpPyr 1ia/be y ITPOU3BOJbHY
KOHUKY.

Hedunumuja 2.0.5. [IpojekTuBHa paBaH ce CACTOjU O CKYIA JIMHWja, CKYa MpPa-
BHX, U pesaiuje udMely mpaBux u Tadaka, Koje 337 0BOJbaBa]y:

1. 3a cBake JBe pas/JHIUTe TAYKe [IOCTOJU TAYHO jeJIHA IIPaBa HHIIUICHTHA ca 00e
2. 3a CBakKe JiBe pa3JIu4UTe IpaBe MOCTOjH TAYHO jeTHa TauKa UHIHJICHTHA ca o0e

3. TMOCTOje YeTHpH TadKe TaKBe Jla HUjeJHa NMpaBa HUje WHIUIEHTHA ca BUTITE O]
JiBe
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JImHeapHocT, nmokJjamnajyha
npecJnKaBambha

Y oBoM geny hemo mpwdaTtw 0 HAjjeTHOCTABHUjOj NMPUMEHH KpeTama Tadaka,
TaKO3BAHUM MOKJIANajyiuM MpecrnKaBambUMA.

Hedbunnmmja 3.0.1. [IpojekTuBHO npecinKaBambe je npecaukabame f : & +— &g,
rje cy & 1 & KOHUKe, IpaBe WU IIPaMEHOBH IPAaBHUX, TAKO Ja [ 4yBa JBOpa3Mepy.

Teopema 3.1. /IBopasmepa je jenuuctsena, Tj. (A, B; C, D) = (A, B; C, F) nMmiu-
nupa D = F.

Joxas: Jlako cnenu u3 pedpunniuje. [Tpumerumo ja je npojeKTUBHO MPECIUKABAIHE
Oujekiuja Kao u Ja je KOMIO3UIMja JIBA MTPOJeKTHBHA MPECIUKABAHA MPOJEKTUBHO
npec/imKaBame. EBo je caja rimaBHa TeopeMa 3a OBY TJIABY.

Teopema 3.2. Heka f, g : & +— & aBa IpojeKTUBHA IIPECIMKABAIbA, TAKBA J1a CY UM
U IOMEeH U KoJoMeH nctu. Taja je f = g ako u camo ako f = ¢ y Tpu Tadke JJOMeHa.

Joxas: Cmep ako je TpuBujaiaH 3aTo ce POKyCcHpajMo Ha cMep camo ako. Heka je

n Heka D € &;. Taga Baxkn

(f(A), f(B); F(C), [(D)) = (A, B; C, D) = (9(A), g(B); g(C), g(D))

Osakjie u3 jeauncrsenocru jpopasmepa ciaegu f(D) = g(D) u tume je jpoka3 3a-
BPIIIEH.

[Tpe Hero HacraBuMO JaJjbe, MOTJIEAAjMO TIPUMED MPecanKaBama Koja dyBajy ABOpa-
3Mepy, W HOTAIHjy Yy OBOM CIydajy. 3a MmovdeTak, HeKa je jarta mpasa [ u Tauka M



Konuke, Kybuke 1 Kperame Tagaka 6

Ha o) u Tauka N BaH mwe. [IpeciukaBame ca [ y mpamen mpaBux Kpo3 N hemo
osnauaBatu ca M — MN. Opa je ckpahena HoTamumja, oHa Om 3ampaBo TpedaJia
OBAKO JIa TJIACH:

Hexka f : | — £ nmpeciukaBame ca mpaBe | y mpamen mpaBux & Kpo3 N.

Buammo 3ammTo je HeMpaKTHYHO MHCATH OBAKO jep 3a HeKe JayzKe KOMIIO3UIIHje
npecanKaBama 6u HaMm Tpebasio HeKoJHKo dyHKImja. ObjacHuMo caa HedopMali-
Ho 1rTa 3uHaun M +— M N, mpecaukaBaimbe Koje dyBa JBopa3Mepy. 3a HeKe YeTHPHU
rauke My, My, M3, My € [, noneaumo um 4derupu npae N My, N My, N Mg, NM,.
Cama wam je morpeOGHO Jia ce oBa jBopasvepa He Mmewa Tj. (M, My; My, My) =
N (M, My; M3, My). Y modeTky je Jakiie PasMUI/baTH Ha OBaj HAYHH O MeTOIH
KpeTama TAYKaKa, HanMe Kao MpecnKaBama Koja HEKHM YeTBOpKaMa Tavaka (mpa-
BHUX) JIOJIeJbyje HEKe JIpyre Taduke (Ipape), HErO Kao O Tauyku Koja ce kpehe. Ipyru
npuctyn he jjohu HaAaKOH HEKOI BpeMeHa, 1ocrahe HHTYUTHBAH.

Hexwu oy mpumepa mpojeKTUBHUX MPECTUKABAHA CY':

e 3a nary npaBy [ u tauky P (He Ha [) npecankapame ca | Ha {p (IpaMeH IpaBux
kpo3 P), y oznamu X — PX

e 3a jary KOHHUKY 7 u TaukKy P € ~, npeciumkaBarme ca [ Ha v garo ca X —
PX N~

e 3a 1aTy KOHUKY Y W OWJIO KOjy Ta4yky P, mpecjamKaBame ca 7y Ha Y JaTO Ca
X—PXNy#X

e lluBep3mja Kpyra Wan ImpaBe

CagLa IIOKaKHUMO IIpHMEHY Ha HEKOJHKO 3aJaTaKa.

ITpumep 1 ( CMO1 2018). KpykHuna ynucana y uma neHrap y tadku I u joaupyje
crparury BC' y tauku D. Ha nyxuma Bl u C'I onabpane cy tauke P u (), pemom,
takse jia Baxu /BAC = 2/PAQ . Jokazaru na Baxku ZPDQ = 90.

Joxas: Heka je = 2a. Tlocmarpamo npecaukaBame f @ BI — C'1 Koje majbe TauKy
X € BI y rauky Y na CI Ttako ga je ZXAY = a. OBo mpecankapame je Mpojek-
tuBHO jep je X — AX — AY — Y. llpeciukapame — AX — AY je npojeKTUBHO
jep je oo poranuja. Cnuuno gedpunumumo g : Bl — C'] koja maswe tauky P € Bl
y Tadky ) € CI Tako ma = 90. ¢ je CAMYHO KaO MAJONPE IPOjeKTHBHA. 3aJaTaK
HaM Kaxke qna ce f m g moksaamnajy. Cama 360r TeopeMe 1 10BOJBHO je Hahu 3 Tauke
y KojuMma ce mokaamnajy. P = A, P = I n xaga je P nomHoXje cumerpane ZBDI.
[TomTo TpBpheme TpUBHjaIHO BazKH y OBa 3 Caydaja, JI0Ka3 je 3aBpIieH.
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[Ipumep 1

ITIpumep 2 (UMO 2010/2). Heka je I menrap ymucane Kpyzkuuie, a [ onucana
kpyxnuna ABC. Heka nmpaBa Al ceue I' y taukama A u D. Heka je E na I', a
F rauka ayxu BC rtako na je ZBAF = ZCAFE Heka je G cpeaumire nyxu [F.
Jlokazaru na npecek npapux DG u FI npunama [

Zoxas: Hedunumumo npecaukasame [ : ' — I koje mame Tauky £ € 'y IENT =
E;. Jedunumumo npecnunkasame g : ' — I' koje maspe Tauky F y Tauky E, Ha
ciegehn Havmi.

EFE— A - AF—-F—-G— DG— DGENT

Jlako ce npoBepaBa jia cy oba IIpecuKaBamba MPOjeKTUBHA. 3aTO je MOTPeOHO Ipo-
Beputu By = E, y 3 cienujanna caydaja. £/ = B, C, D, cBaku oJ] OBUX CJIy4ajeBa je
TpUBHjaJIaH U TUMeE je JIOKa3 3aBpIIeH.

Kao miro je panuje namomenyTo, Jjia Ou ce CTEK/Ia UHTYHIMja O OBOM METOILY
je Hajbo/be pa3MHUILBATH KAa0 O KOMIIO3UIIAjU MPOjeKTUBHUX MPECINKaBamba, a TeK
nmocje Kao o Taukama koje ce kpehy. 3ampaBo Tauke koje ce kpehy cy ome koje
UHIYKY]Y OpecanKaBama, Tj. MoMONy BUX MPAaBUMO OBa MpeciankaBama. Ha mpumepy
2 6ucmo peksim J1a ce Tauka F kpelie mpojeKTHBHO O KpPYyry, W OHIA HPEKO e
JiecbrHucan 2 MPOjeKTUBHA ITPECJNKaBabha KOja KEeJUMO J1a Ce IMOKJIOIe.

Kako je unsepsuja Mebujycosa Tpancdopmaiiyja, ona aysa jgsopasmepy. usep-
3uja he mam momohw kKajia cy y nuramy KpyroBu. [TokazKumMo OBO HA KOHKPETHOM
npuMepy.
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[Tpumep 2

ITpumep 3. Heka cy P, () maposu uzoronaanux xkomyrata y AABC n X nogHOXK]e
Hopmasie u3 () ua BC. Kpyr npeunnka PA, Hassan w, cede (ABC) y tauku K # A.
AQ) ceue (ABC) y tauku T # A. Tama cy K, X, T xonuneapme.

/loxas: Heka ce tauka () kpehe mo AT, tama ce P xpehe mo nmpaBoj [ m30roHaIHO]
AT y ZA. 3a nouerak () — X — K je NpojeKTHBHO IpecjukaBaibe rie je K| =
TX N (ABC). Ca apyre ctpane ) — P je IpojeKTHBHO jep je 0BO 3alpaBo Camo
npecanKaBame npeko cumerpase ZB. Octaje jorr mokasaru Ja je HPeCInKaBarbe
P +— K, npojektusho, e je A # Ky = w N (ABC). IIpumenunvo unBep3ujy y A.
Haxkon unsepsuje P’, naseps tauke P, ce kpehe no ¢pukcHoj npasoj [. w ce camka y
Iy, tie je |, mopmasa wa upasy |y tauku P. Kpyr (ABC) je mociar y npasy B'C'.
Amu cama je P’ — Iy — |3 N B'C' = K, tne je K wnsep3 tauke K,. 360r Tora
HITO MHBEP3Uja 4yBa jBopasmepy cieau aa je P — P’ +— K} — Ky upojekrusHo
MPECJUKABARE OJlaKJIe CJIeN Ja je mOTpeOHO y Tpu caydaja Tadke () NpOBEPHUTH
jemnakoct K = Ky. Uuraomy ocraB/baMo Ja 3aBPINN JI0Ka3.
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[Tpumep 3
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4

KoHnuke

4.1 VYBOT,

Konuke, niun kpuse jpyror peja, cy oOMYHO 1HOCMaTpaHe y aHAJIUTUYKO] I'e0-
MeTpuju. ¥ OBOM IOIJIAB/BY NeMO MOKYIATH Ja MOKAYKeMMO Jia KOHUKE UMAjy u
reoMeTpujcke ocobnHe Koje je Moryhe gokaszaTu ejeMeHTapHO.

4.2 Onruuke ocoobuHe

Crrenehe ocobmHe KOHMKa €y TIO3HaTe: eaumca je T.M.T. [| Taksux 1a je 36mp pacTo-
jama (buKcaH y OJHOCY Ha JIBe TadKe, XUIEepOOJIa je I'.M.T. TAKBUX JIa je allCOJyTHA
pa3jinKa pacrojarba o JBe Tauke (pUKCHA, 1apadoJa je I.M.T Tadaka Koje UMajy
HCTO pacrojame oj npase u Tadyke. [lokaxkumo mpso ciejehy Jjiemy.

Jlema 4.2.1. Heka je [ npaBa, X u Y Tauke ca ucre crpane [. Tajga Tauka P Ha
[ koja munuME3Epa 36up |PX + PY| je TakBa ja CyOPOTHO OPUjeHTUCAHU YIJIOBH
kKoje npase PX u PY rpaze ca [ cy jeanaku.

oxas: Hakon nmpeciukasama X upeko [ mpobujamo tauky X'. Cana saxu PX =
PX' onnocHo tpaxkumo muauMmyMm PY 4+ PX'. Tauka P koja 3a/0B0OJbaBa OBO je
Y X' NI, u ona o4urjiesHo 3a10B0/baBa YCJIOB Ca YIJIOBUMA.

Ha canuan mauma Mo3keMO HoOKa3aTu u cjaeaehe mse geme.

Jlema 4.2.2. Heka cy tauke X u Y ca pazaumuuntux crpana mnpase [. Tajia ce Mak-
cumym on |PX — PY| nocrtuxke y tauku P koja 3agoBosbaBa ga PX u PY rpaje
HcTe yriaose ca [.

! peoMeTpHjCKO MECTO Tadaka

11
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~—

Onruyaka ocobWHA eJiurnce

Jlema 4.2.3. Heka cy gare 2 npase [, I’ u Tauka X Koja Huje Ha muMa. Taga tadka
P € [ xoja 3a70Bos/baBa /1a je ancoJyTHA BPETHOCT pa3jIuKe pacTojarba Tadke P of
I'"m nyxu PX makcumasina, 3agososbasa u PX 1 ['.

Caza hemo mokaszaTu jeaHy 0 HajBasKHUjUX OCOOMHA KOHUKA.

Teopema 4.1 (Onruuka ocobuna esmrce). Heka je | mpaBa Koja J0AHDPYje eJUICY
w y Taukn P u Heka cy (bOKyCI/IEI emunice X un Y. Taga je | cnomanima cuMmerpasia
<X PY.

Aoxasz: Heka je Tauka T Ha [. Taga je XT' + YT > X P+ Y P. [lomTo 0BO BaxKu 3a
HpPOU3BOJbHY TAUKY Ha [ TBpheme ciaemu u3 [4.2.1

Teopema 4.2 (Onruuka ocobuna mapabose). Heka je | tanrenra Ha mapabosy y
raukn P. Heka je P’ nomuoxje nopmaie u3 P wa d (mupekrpucy), u X dokyc
napabose. Tana je | cumerpana <X PP’

2:xuzke, pokasiHe Tauke, edr. focus

12
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Onrruka ocobuna mapabosie

Jloxas: Tomrro tauka P 3amoBosbaBa 1a je | PX — PP’ | MuUHUMAJIHO, TOTOBH CMO

360t 1.2.2]

Teopema 4.3 (Ournuka ocobuna xunepbose). Ao npasa [ gogupyje xurnepboiy,
quju cy ¢pokycu X u Y, y tauku P, taga je [ cumerpana <X PY.

Joxas: Cnenn wenocpenao u3 [4.2.3

Ilocaenuria 1. [locmaTpamo pamuinjy KoHGpOKaJIHEX eIUIcH u xunepbosia. Taa
ce OMJIO KOja eTuIca u OMUI0 Koja mapadosia u3 Te (paMuInje ceKy Mo IPaBUM YIJIOM.

Jloxaz: Heka cy dokycu X, Y. tBpheme ciaeam u3 Tora Jia €y CHOJbAllba U YHY-
Tpallkha CAMETPAIa UCTOT yI/Ia HOPMAJIHe, KAa0 U U3 ONTHYIKAX OCOOWHA Xurepdo.ie
U eJINIICE.

ITocaenuria 2. Heka P() ceunna Koja rnposasu Kpo3 okyc X ejmice w, u R nupecek
raurentn y P u Q. Taga je R nenrap cnosba npunucanor kpyra APQY (rme je YV
apyru dokyc) u X je JogupHa TauKa MIPUIHCAHOT Kpyra ca PQ).

Jloxasz: 3 ontuuke ocobune eurnce ciaean 1a cy PR u (QR cumerpasie Cro/ballmbinx
yIJIOBA I1a IIPBH 10 caean. 306or ocobuna enumce X aenmn APQY Ha 2 jnesa jeTHAKIX
obuMa, a TAKBa TAa4dKa je jeuacTsena. /logupHa Taduka IpUITHCAHOT KPYTa UMa TAKBY
ocobUHY 1a je TBpheme T0Ka3aHo.

Hanowmena: |2 Baxku u 3a xunepbo/y caMmo je morpebHO TPUMUCAHN KPYT 3aMEHUTH
YIUCAHUM.

13
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Ournuka ocobuna xuuepbosie
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Kondoxkasue esmrce u xunepbosie
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Enunica u npunvcanu kpyr

16
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WN3oronasnm KomyraTu

4.3 HN3oronajiHe ocoomHe KOHNKAa

IToacerumo ce Tora mirta Cy M30TOHAJTHU KOIbYTaTH.

JIema 4.3.1 (usoronanso cnpernyre tauke). Heka cy y AABC nare tauke P u Q)
takBe 72 Baxku <BCP = <ACQ, <ABP = <CBQ. Taga Baxu u <BAP = <CAP.

ITokakumo ca/ia HEKOJIUKO TeopeMa.

Teopema 4.4. Hexka je Tauka P BaH ejuIce w U HEKa Cy JIOJUPHE TaYKe TAHTCHTA
u3 P na w nazsane M, N. Tana je <XPM = <Y PN, rne cy X nY dokycu eurce.

Zoxas: Ilpecaukamo Tauke X u Y npeko PM u PN tum penom, Tako go6ujemo X'
u Y’'. I3 ontuuke ocobune mobumjamo ga cy Y, M, X’ konmuneapne, kao u X, N, Y.
Buanmvo pa Baxxu YX' = YM + XM = YN + XN = XY'. Caza ciaeau ga cy
APX'Y w APXY' nonynapuu (CCC). Onapie JlakiuM padyHOM YIJIOBa J00HjaMo
pesynrar. Hamomena: Ciauuany ocobuny nma n xumepbouia.

Teopema 4.5. llcta HOTamnmuja kao y Teopemu 1. Tamga je X P cumerpana <M X N.

17
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Cnuka y3

18
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Cruka y3

Joxas: Tephewe caenu u3 noxynapuocru APX'Y w APXY' | u nakor pauyHa
YTJIOBA.

Axo cy Heke aBe Tauke m3oronaaHo cuperayre vy AABC tama cy one ¢okycu

HeKe KOHHKe KOja Joupyje cTpanuile Tpoyria. OBa KOHIKA MOXKe OUTH U XHIIepOoJia
U eJINICA Y 3aBHCHOCTH OJI MOJI0Kaja Tadaka.
Heka cy caga P u () W30roHaaHo cnpernyte u Hajgase ce yayrap AABC (6e3 yma-
etba ommrocTi). CKUIEpajyMo J0Ka3 aa mocToju eqautca ca dokycuma P u ) Koja
nonupyje crpanune. Heka cy P,, P,, P. peduekcuje tatuke Py oxnocy vHa BC, C'A,
AB tum penom. [loznaro je ga je () nenrap onucanor kpyra AP, P, P.. Jledunnmre-
Mo QP,NBC = K,. I3 pauyna yriosa BuauMo ja je <PK,B = <QK,C, u onasje
caean TBpheme.

JToka3 Ou CJAMYHO MINA0 U 3a XUIEpPOOJTY.

Bakm na cBakm map M30TOHAJHHX TadyaKa MPEJCTaB/ba map poKyca HeKe KOHU-
Ke yIHcaHe y Tpoyrao, a Baxku u obpuyTo. TBpherme o Majonpe MO¥XKe JIaKO Jia
ce TeHepaJn3yje HA MHOTOYTJOBe, HaWMe aKO MOCTOjU KOHWKA KOja JIOAMpYyje CBe
CTpaHUIEe MHOTOYTJIa OHMA cy (DOKYCH Te KOHHKE W30TOHAJIHHU KOHYTATH Y OJTHOCY
Ha Taj Mooroyrao. Kacuuje hemo HaImoMeHyTH jJa IOCTOJU jeJUHCTBEHA KOHUKA KOja,
JIOMUPYje JATUX 5 TPABUX Y OIMIITEeM MOJIOXKAjy, Ma CAeId /1a y MeTOYTJY TTOCTOju
JEJIMHCTBEHM HAp TavaKa Koje Cy M30I'OHAJIHO CHPErHyTe. Y 4eTBOPOYILJIYy TauyKe Koje
3a/710BOJ/baBajy jla 3a bUX MOCTOjU M30TOHAJHH KOIbYyTraT CBe JieXKe Ha, KyOuIln.

Hamnomena: usoroHa/iHu KombyraT IpaBe je KOHHKa KPO3 TeéM€Ha TPOYyIJia.

19
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Nzoronasnue ravuke cy pOKycH ylUUCAHUX KOHUKA
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4.4 CnenujasaHae ocooune Ilapaboiie

Teopema 4.6. AABC je onucan oko mapabose. Tama dpokyc Te mapabose Jeku Ha
kpyry omucanom oko AABC.

Jlokas: Kopuctuhemo cienehy momohny Jjiemy 4mjn moka3 n3ocraBbaMo (Bexba 3a
THTAOIA) .

Jlema 4.4.1. Axo npecankamo (poKyc mapadosie MPeKo TAHTeHTe, OH he JIeXKaTh Ha
JNPEKTPHCH.

Cagna u3 Jjrleme cienn ga ako mpecankamo (okyc F' mapabosie Mpeko CTpaHHIA

Tpoyrya, cauke he jiexkatu Ha npasoj. Hakon xomoreruje y F' ca xkoedujenTom %,
BHJIMO JIa U IOJHOXKja HOpMaJia 13 F' Ha cTpaHurle Jjexe Ha mpaBoj. TBpheme caja

caean n3 CUMCOHOBE TeopeMe.

Teopema 4.7. OproreHTap Tpoyria duje CTPAHUIE JOAUPYjy mapaboILy JeKu Ha
BEeHO] JTUPEeKTPHUCH.

Joxas: Cneneha jsema he Ham momohmn.

Jlema 4.4.2. Axo je P rauka Ha Kpyry onucanom oko AABC, rajga CuMcoHOBa
npaBa Ttauke P nomosu nyx PH tne je H opronentap AABC.

U3 ose neme u [4.6] moxas menocpeano ciemu. (Iokas JeMe je caMo padyH yIJoBa,
3aT0 je M30CTaBJbEH )
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4.5 IIpojeKTMBHE KOHUKE

Y oBoM geny hemo ommcaTu HeKe ocoOMHE KOHHMKA Koje cy OWTHe 3a ciaeaehmx
nap morna/ba. Hamme, o caji npesia3uMo y mpojektuBHy pasaH. Mlako Beh cTporo
nedbunncana, objacauMo cajga #HedopmaaHo. OHa (DYHKIHOHUIIE TAKO IITO y €y-
KJIUJICKO] PABHH, jeJIHOj TPYIH MapajeHUX IpaBuX (PEIHMO CBe MapaJiejiHe IPAaBOj
a) nofenuMo ,,taduky y Geckonaunoctr”. To je Tauka Kpo3 KOjy ¢Be OBe MapaJiesiHe
npase mpoaase (kao u a). [Tomro mocToju 6eCKOHAYHO OBAKBUX TAavyaka, a Tpeba ux
HerJie CBe CMEeCTHUTH, jlojaTta je "npaBa y O6CKOHAYHOCTH , TaKBa Jla CE CBE TadKe
y GeckoHauHOCTH Haja3e HA 10j. Caga cMO HAPABUIN PaBaH y KOjOj Ce CBAKe JIBe
pape ceKy!

Hexke BpcTe Tpancdopmaruja

Y eyKJIHICKO] paBHH ¢MO UMaJju apure TpaHncdopMmalyje, oHe ¢y KOMIO3HIIHja
poTalmje, TpaHcaaluje U cKaaupama. OBOM BpcTOM TpaHcdOpMaInjoM je OII0 KO-
ju Tpoyrao moryhe nocjiaru y Oujio KOju Tpoyrao, aju He u OUJ0 KOjU 4eTBOPOYyrao
y OMJIO KOju KOju 4eTBOpOyTrao, Oamr 3aro mTo adune Tpancdopmalmje IyBajy mma-
paJIeJTHOCT, CTOTa OHe 4UyBajy mpaBy y Oeckonaunoctu. Caja mmamo moryhuaocT ma
paBy y OECKOHAYHOCTH TPETUPAMO Kao OMJIO KOjy Apyry mpasy. To paaumo npojek-
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TUBHUM TpaHchopMmarumjama. OHe IyBajy KOJTHHEAPHOCT TavaKa W KOHKYPEHTHOCT
HpaBUX, KA0 U TAHI'€HTHOCT, aJii He IIyHO BuIlle cTBapu. HajBazKHuja cTBap KOjy 4y-
Bajy je aBopasmepa. Ilocroju u Beh nmoMenyTa nosapua TpancdopMalifja y 0JlHOCY Ha
KpyT, OHa M€Ha CBAKHU I10JT IbeT'OBOM IOJIAPOM B OOPHYTO. 300T OBOra CBaKa TeopeMa
y POjeKTUBHO] paBHH uMa gyas. Hmop. myan llackanose TeopeMe je bpumandoHoBa
TeopeMa, U OOPHYTO.

Hexke nedununuje

Hedbunnnuja 4.5.1. uosynuja je npeciimkapame f : & — &, re je £ u & KOHUKA
WM mpaBa, Tako na f aysa asopasmepy, n f(f(X)) = X 3a X € €.

Hedunumnuja 4.5.2. : Heka je qar tpoyrao AABC u tauka D. Heka je ADNBC =
D,, BDNAC = D,, CDNAB = D,. Tana je AD,Dy,D, YeBun Tpoyrao tauke D
y omuocy Ha AABC. Yesun kpyr tauke D y ognocy ua tpoyrao AABC je kpyr
omucan oko AD,D,D..

Hedbunumuja 4.5.3. Heka je mar tpoyrao AABC u tauka D. Heka je momHOX je
nopmase u3 D Ha BC oznadeno ca D,, anajgorno gedpunumnemo Dy, u D.. Taga je
AD,Dy,D, negannuu Tpoyrao tauke D y ognocy na AABC. [lepannu kpyr tadke D
y oanocy Ha tpoyrao AABC je kpyr onucan oko AD,D,D..

Ilap ocobuHa ”npojeKTUBHUX KOHUKA

Xunepbosa uMa 2 Tadke y OECKOHAYHOCTH, IMapadoJia jeJHy, a eJIMIca Huje Hy.
Cre KOHUKE Cy y MPOjeKTHBHOM CMUCJY HUCTE, 3aTO TITO MOCTOjU TPOJeKTHBHA, TPAC-
dopmaruja Koja ciamka OHI0 Koje JiBe KOHuKe jeany y apyry. Konuka je oapebhena ca
5 Tadaka, Tj. 3a OMJIO KOJUX MeT TadaKa y OMINTeM IOJIOXKAjy TOCTOjH jeTMHCTBEHA
KOHHUKAa KOja MpoJIa3n Kpo3 muX. Jlyaa oBora je 1a MocToju je TMHCTBeHAa KOHUKA KOja
JOJIUpYyje MeT JJaTuX IpaBuX.

Hanomena: ako y KOMILIEKCHO] MPOjeKTUBHO] paBHU (PUKCHpAMO IEHTap Kpyra u
HYCTUMO JIa HOJIYIIPEIHUK TexKH OeCKOHAYHOCTH, JIIMEC OBOI' Kpyra cy 2 Tauke,
(1,+£1,0)

4.6 Kapakrepucruke xmurepodoJa

Teopema 4.8. Xunepbosa omucana oko AABC' je jeqnakoKpaka ako U CaMO aKO
nposasn kpo3 H, opronentap AABC.

Joxas: Cama upenasumo y mpojektuBHy paBad. Heka cy tauke X um Y y Gecko-
HAYHOCTHU W OJ[rOBapajy mpaMeHoBnMa HOpMaHux npasux. Kpo3 B u C npoBy4uemo
npase mapaJjeide npaBama kpo3 X (,,cnojumo” A ca X) , a kpo3 A u H npoBydemo
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npae napaJesnte npaBama kKpo3 Y. Heka je FF' jenna nujaronasia nmpaBoyraoHUKA
Koju rpaje ose derupu npase (BX,CX, AY, HY), u wexa je B’ moaHOXKje BUCHHE

u3 B na AC, ananorno 3a A u BC'. 113 pauynama yriaosa suaumo ga cy CFA'HB’
nu BAHEA cy KOHIUKJIUYHN 9€TBOPOYIJIOBH, & ofasje caean na L, F) B’ mexe Ha
npaBoj. 13 obpryte Ilackasose Teopeme vHa BY CAX H cienn tBpheme.

3a apyru cmep npumerumo na je ABCH HEeKOHBEKCAH YeTBOPOYTao Ia je KOHUKA
w kpo3 ABCH xunep6osia. Heka je X jenna tauka y OeckoHagHOCTH HA w. AKO je

Y Tadka Koja oaroBapa mpaMeHy HOPMAJHOM Ha IpaBe Kpo3 X Tajia W OHA MOpa
HPHUIIAJATH W, YAMe je TBpherbe Y IMOTIYHOCTH JOKa3aHO.

Teopema 4.9. llenTpu cBuX jenHakoKpakux xunepbosia kKoje nmpoaasze A, B, C' mexe
Ha Oj1epoBoM KpyTy.

Y mokasy oBe TeopeMe OUCMO JOJAN YeTBPTU MpeceK Xumepbose ca Kpyrom, u
TBpheme Ou ciieanIo U3 nap ocobuHa mapaJsesorpama.

Teopema 4.10. Heka jennakokpaka xumepbosia nposasu kpo3 tadke A B, C, D
(D # H). Tana onucanu kpyr UesmnHor Tpoyriaa tadke DD Tpojasud Kpo3 MEHTap
xutepboJe.

Zoxas: OBo TBphembe je mociaeuna ciaejaehe jgeme:
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HenTpu jennakokpakux xurepbosia, jiexe Ha OjiepoBoM KpyTry
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Jlema 4.6.1. Jlar je AABC u tauka P pasmuumTa on oproneHTpa. Tama meHTap
YIUCAHOT U IMEHTPU KPYyroBa IPUMUCAHUX YEeBUHOM TPOyLJIy Tauke P cBuU Jiexke Ha
jenrakokpakoj xumepboan kpos ABCP.

OBze cama mMaMo IPUMEHY jeIHOr Jienor npuHiuna. I[1omro 3aaTak mMa 10cTa
,,CHHTeTHIKIX 0cOOMHa (cHMeTpaJie yriioBa, HOpMaJse..) oH Huje Jak. [la 6ucmo ce
pemuan oBux mpobsema, nHahu hemo renepasnuje TBpheme Koje je TOTaIHO MPOjeK-
TUBHO, aJTH KaJa ce HeKOj OJ Tadaka JOJeJU HeKa CIelujajHa ocobuna (Hmp. Heka
TavKa je HeHTap YUHCAHOr Kpyra) Taja jobujamo 3ajarak. Tephema koja ¢y Toraano
IPOjEKTUBHA Cy YIVIABHOM JlaKa MoMohy npojektuBaux Tpancdopmanuja. Hapasno,
renepannsanuje Huje ysex Jjiako Hahu. EBo je cama remepannsanmja 3a |4.6.1)

Jlema 4.6.2. lara cy 2 tpoyria A1 B1C1 u Ay BoCs. Heka ce B1Cy n BoCs cexy y
A’y B u C' ¢y cmmuno pedunucane. Axo cy naposu tpoyriaosa A'B'C' m A1 B,C4
, A’B'C" u AyByC5 nepcnektusnu, taga Ay, By, Ci, D1, Ay, By, Cy, Do, Ay J1e3Kke Ha,
KOHHIIM, T1e ¢y D; NeHTPH MePCIeKTHBHOCTH.

Zoxas: IlpojekTuBHOM Tparcdopmamujom nomabemo A; B1Cy Dy y KBagpar, onaBie
[4.6.2] ommax ciemu.

3a neka je A'B’C’' Yesun tpoyrao tauke P, I’ nenrap yuwmcasor, a I}
neHTap npunucanor kpyra nacrnpam A’ (octamm camano pedbunucann). AA'B'C' u
AT [T 3anoBo/baBajy a momTo je I opromentap ox Al Iyl cienu na jenna-
KOKpaka xuiepbosa nposasu kpos I, I} I, I') A, B,C, P.
Konauno [4.10| cremu 3ato mro je YeBun Kpyr tauke P 3ampaBo (j1epoB KpyT
AILIl. Crenehy Teopemy HaBOAMMO 0€3 T0Ka3a, HAKO je HUje JIAKO MOKA3ATH.

Teopema 4.11. Ako jennakokpaka xunep6bosa mposasu kpo3 A, B, C, D, taga me-
Jgasian Kpyr Tauke Dy opnocy Ha AABC upoJia3u Kpo3 nenrap re xumnepbodie.

Ioka3 61 KOPHCTHO TeopeMy Y HEKOJHUKO TPOYTJIOBA.
Ha kpajy hemo Bujern Teopemy kKoja odyxBara cBe JI0 Ca/l IOMEHYTe TeXHUKE:

Teopema 4.12 (Tenepasnmsobana Pojepbaxosa Tauka). Heka mpasa [ mposasu Kpo3
O mnenrtap onucane kpyxuune AABC. Tana nmemaanu kpyrosu cBux tadaka P € [
npoJiaze Kpo3 pukcHy Tauky F,, remepasunzopany PojepbaxoBy TauKy.

Joxas: Heka je m3oronann xomyrar ox P wassan P'. Heka ce tauka P kpehe 1o
[ nuneapno, Taga ce P’ kpehe no konunu kpo3 A, B, C, u Ta KOHUKa IPOJIA3H KPO3
u30rona Hu Kowyrar o1 O (3ato mro ce P’ kpelie 0 H30rOHATHUM KOBYTaTHMA €2
l), mrro je tauka H, oprounentap AABC | ognocuo P’ ce kpelie 110 jeiHAKOKPAKO]
xunepbosiu. [lo3naro je j1a n30roHaIHu KOBYTaTH JIe/1e eI HI KPYT, 114 je IMe1a Hu
kpyr ox P 3ampaBo nenasaau Kpyr of P'. Anu nomro ce P’ kpehe 110 je THAKOKpaKoj
xuniepbosin n3 Teopeme [4.11{ corean 1a oHa mpoJia3zum Kpo3 ImeHTap Xuiepoose, TadKy
F.. OBa Tauka je ¢puKcHa 3aTO MITO je ojpeheHa mpaBoM .
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Henrpu jennakokpakmx xumepbosa Ha HeBUHOM Kpyry

27



Konuke, Kybuke 1 Kperame Tagaka

28

enTpu jemnakokpaknx xunepbosa HA TMEIAJTHOM KPYTY
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TenepanuzoBana MojepbaxoBa Tauka

Hamnomena: F, ce moxke jiako Hahu kao mpecek CUMCOHOBUX TIPABUX TAYaKa
M, N, tne cy M u N nedpunucane kao mpecek [ ca kpyrom onucaunum oko AABC.

4.7 IIpojeKTUBHO reHepucame KPUBUX JPYTror pe-
Aa,
ITIrtajuepoBa KOHUKA

Teopema 4.13 (Illtajuepora kouuka). Heka je f : & +— & UPOJEKTHBHO TIpeCu-
KaBame Ca IMpaMeHa mpaBux Kpo3 Tadky A ma mpamen npaBux Kpo3 Tauky B. Baxku

Jaa je:

e a)f(AB) = AB ako u caMo aKo MOCTOjH TIPaBa ¢ TAKBY JIa 3a CBAKO a € &1,a #
AB Baxu na an f(a) € c.

e 0)f(AB) # AB ako u camo ako moctoju Konnka C koja mpoJasu kpo3 A u B
TaKBa J1a 3a cBako a € & Baxu ga aN f(a) € C.
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Jlokas: Axo mocroju mpasa ¢ 3a a) Wiau nocroju Koumka C TBpheme TPpUBHjaTHO
caequ, 3aTo ce (poKycupajMo Ha JIPYTH CMep.

e Heka p,q,7 € &, u neka je pN f(p) = P,gN f(q) = Q. llpaBy PQ mazoBumo
c,u ABNc=S5. Cana Bugaumo :

(P,Q;rNe,S)=(p,q;r, AB) = (f(p), f(q); f(r), f(AB)) = (P,Q; f(q) N¢, S)

oJlaKJjie cjejiu TBpheme.

e Heka p,q,r,s € & nuueka je pN f(p) = P,qN f(q) = Q,rN f(r) = R. llocroju
jemmucTBena kouuka C kpo3 A, B, P, @, R. OBje je OGUTHO HAIIOMEHYTH Ja Cy
CBe OBe Tauke HeKosmHeapHe, jep 6u y cynpornom f(AB) = AB. Cana cieu:

(P,Q;R,sNC)=(p,q;r,8) = (f(p), f(@); (@) f(r) = (P,Q; R, f(s)NC)

oJlaKJie cjaequ TBpheme.
[Tonapaom TpancdopMalujoM 1006HjaMo JyaaHo TBpherbe.

Teopema 4.14 (/lyas IllTajuepoBe KOHUKE).
Heka je f : & — & IPOjeKTHBHO IIPECJUKaBaibe ca IpaBe Ha mpaBy u & N&y =
A. Baxu na je:

e f(A) = A ako u camo ako nmocroju Tauka C' TakBa ja 3a cBako X € &,X # A
Bk X f(X)=C".

e f(A) # A ako u camo nocroju kouuka C TakBa Ja 3a cBako X € & Baxkn Ja
X f(X) noampyje C.

Caga hemo Bugern npumeny I1lTajaepoBe KOHUKe HA OJTUMITNjCKOM 33aTKY KOME
je Apyradmje BeoMa TEIKO MPUhu, ajii NPUCTYN KOHUKAMA je MPUPOJIAH U BOJU He-
TeIIKOM pelllemy.
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Bagarak 1. Har je omrpoyrmu AABC ca OjrepoBom mpaBom k. Tauke M u N
cy pedaekcuje tadaka B u C' npexko k. P je npousBo/bHa Tauka Ha k. Heka je
PMNAC=FE,u PNNAB =F. H je opronieatap AABC. S je ocHocuMeTpn4Ha

tauka o7, H y ognocy na FF. Taga ce S nanaszu na kpyry omnucanom oko AABC.

Joxas: Heka ce P kpehe muneapuo mo k. Ilpecaukasame [ : k — AC nmaro ca
f(P) = E je npojeKTHBHO 3aTO IINTO je TO CaMoO TePCHeKTHBHOCT. AHAJIOTHO H 32
g:kw— AB. Amu cana je u h : AC — AB naro ca f(E) = F npojeKTUBHO jep
je zampaBo h = g o f~!. Cagma 360r Teopeme 2 (oumrneano f(A) # A jep 6u nnage
P, M, A, N 6ure konuHeapue mro je ancypano). Cuenn jga nocroju C kojoj cy AB
nu AC rtanrente, u xoja momupyje EF 3a cBako P. Ucrpaxkumo cama mMaio 6osbe
ocobune C. 3a P = M NN BC ce EF noknana ca MN,az3a P= MCNBN ce EF
nokjamna ca BC.

Tpeba mam xkoumka koja momupyje AB, AC, BC, M N xoja OYurieHO MOPa MWMaTH
Bese ca k. IIpBo mTo HaMm majHe Ha maMeT (HAKOH YUTara OBOT jesa) je eaumnca C’
ca pokycuma O u H. [la Bugumo na u TBpheme 3anarka Baxku ako 6u C = C'. Heka
je RS ranrenra na C'y tauku K, n L nognoxje nopmage nz H na RS. Kako cy O n
H ¢oxycu enmrice koja noaupyje cee crpanune AARS, cienn 1a Cy OHE W30TOHAJTHO
cuperaytn y AARS, onHOCHO 1a jeje MefaJ Hu Kpyr, aan negajaru kpyr og O je
OjurepoB kpyr, na L gexkun Ha OjrepoBoM Kpyry. M Ha Kpajy HaKOH XOMOTeTHje
koedummjerTa 2, u neHrpoM y H, Buaumo na tepheme 3anarka Bazku 3a C'. 3naun
ocraje jom aa nokaxkemo C' = C. Konuka onpehena ca 5 nupasux koje goaupyje, na
ocraje poHabu jour jeauy npaBy. Amu 3a P = kN AB Bugumo na C' nonpupyje EF
" TUMe je JIOKa3 3aBPITeH.

EBo jenHe 3aHUM/bMBe U HeOUeKHBaHe TIpUMEHE.
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Teopema 4.15. Heka cy nare 2 mpase a u b. IlpernocraBumo na je f : a — b
IIPOJEKTUBHO MPECTUKABAE TaKBO Jjia f(00,) = 00p, TJe Cy OBO OECKOHAUYHE TAauKe
Ha a,b Tum pemom. Tama je 3a Omao Koje (pUKCHpaHe OPHjeHTHCAHE YIJIOBE «, 3,
r.mT. X takBux ga je <(XA,a) =aun (X f(A),b) = 5 3a A € a 3anpaso npasa.

Joxas: Hexa cy l, u lz npase takse na (ln,a) = «, (Ig,b) = 5, n Heka cy 004,005
BUXOBe OeckoHadne tadke. Taga je 00, X +— A — f(A) — oopX je mpojekTusHO,
a Kako IpaBa y O€CKOHAYHOCTH ocTaje puKcHpaHa, JoKa3 je roroB u3 IllTajuepose
KOHHKE.
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I'enepaiino Kperame Tavaka,
IOJIMHOMCKM METO/]

ITITa 6ucmo paanian Kajga OMCMO UMaJM 2 TPyIie Tadaka, TAKBUX J1a Cy y CBaKOj
IPyIHU OHE MPOjeKTHUBHO Be3aHe ajau u3Mely mUX He IMOCTOJH IPOjeKTHBHO IPEC/IH-
kKaBame! Ha oBo muTame oaropopuhieMo y OBOM IOIVIABIbY.

Hedbunaunmja 5.0.1. 3a tauky A KazxkeMo jJa uMa XOMOTeHe KoopauHare (z,y,z)
aKoO :

1. z # 0, Tauka A uma Kapresnjancke koopaunare (2, %)

2. z = 0, taza je A Tauka y OECKOHAYHOCTH KOja ce HAJA3W HA IPABOj KOja
nposasu kpo3 (0,0) u (x,y)

U3 nebununmje caeqn (z,y,2) = (Ax, \y, Az) YA € R\ 0.

Hedbunnnmja 5.0.2. 3a moJuHOM KarxKeMO a je XOMOTeH yKoauko P(x,y,z) =
P(Ax, Ay, \z) VA € R, 1j. 30up eKclOHEHATA Y CBAKOM MOHOMY j€ HCTH.

Hedunumuja 5.0.3. Teomerpujcko Mecro Tavaxa (r,y, 2) € RP? ce nasusa mpo-
jJeKTHBHOM KpHBOM YKOJIMKO P(x,y, 2) = 0 3a HeKn XOMOTeH mommHoM P.

[Tokazkumo caza Be3y uzmMehy npojeKTUBHUX KpUBUX U oOudHuX KpuBux. Heka je
Q(z,y) xpuBa cremnena d y KapTe3UCKOj paBHU. XOMOIEHHU MOJUHOM CTereHa d KOju
ozrosapa moJHoMy () jecre nomunoM P(x,y, z) = 29Q(%,Y). Jlako ce By 1a je
poIec peBep3nbOMIaH.

ITpumep 4. Jepnauuna npase gata je ca ar + by + cz = 0, a jeAuHUIHOT KpyTa ca
2?24+t — 22 =0.
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[Ipumerumo 1a moapHa TpaHchoOpMalja y OAHOCY HA JeAMHHYHU KPYT IIa/be
tauky (z,y,z) y upaBy azr + by + cz = 0. JJedunummmo caga KbyIHH €0 OBOT
HOT/IABJbaA.

Hedunnumja 5.0.4. Heka je f : t — (P(t),Q(t), R(t)) upeciukasame u3 R U
{oo} ++ RP?, rae je H3/I[P(t), Q(t), R(t)] = 1. OBo npecnKaBame 30BeMO TOKDeT-
roM Taarom. Canky y ¢ = oo gedurnmemo nomohy wenpeknroctn y RP?,

Jlpyru Haunn 3a neduHHCcarme CanKe y OeCKOHAYHOCTH Tadke A Kao

b, ( P(t) Q) R(t) )

pdeg A’ pdeg A7 p.deg A

Hedunnunnuja 5.0.5. Crenenom nokperne tatuke A = (P(t), Q(t), R(t)) nazusamo
max(deg P,deg Q,deg R), u numemo deg A.

Kaxemo Takohe u ma ce tauka A xpehe mo momunomuma (P,Q, R) ako A =
(P(t),Q(t), R(t)). Camano moxkemo neduHucaTrun mokperHy npapy | xkao aP(t) +
bQ(t) + cR(t) = 0, rakohe munremo deg | = max(deg P, deg Q,deg R). Hanomennmo
HEKOJIMKO OUTHUX JieMa Koje hie HaMm TpebaTu KacHwuje.

Jlema 5.0.1. Heka cy & u & aBe npase mwin 2 KOHUKe, 1 HeKa je f : & +—> & mpo-
JEKTUBHO TIpecJnKaBame. 1aja MmocToju MpojeKTuBHA TpaHcdopMaliija Koja CJInKa

&y & rako ga je A € & nocnaray f(A).

Jlema 5.0.2. Cpaka npojexTuBHa TpancdopManmja je o0mKa
(@9, 2) = (z,y,2)A
3a unBep3ubuany marpuiy A.

Teopema 5.1 (JIema o kperamy Tadaka). Heka cy A u B aBe mOKpeTHe Tauke Koje
ce TOKJIaIajy 3a k BpemHocTn mapamerpa t . IIpaBa medunucana ca AB Tama uma
crenen najpuine deg A + deg B — k.

Jloxas: Tlpaa kpo3 Tauke A = (P, Q1, Ry) u A = (P3, Q2, Rs) je nataca Y (PQi1—
Qi:Piy1)r = 0. Ako je A = B 3a t = t;, Taga MoxkeM0 Ja u3Bydemo (t — ty), u Ta-
KO cMamuMo crermeH. OBO MOXKEMO ypajuTu k IyTa, T€ je CTOra CTEleH HajBUIIe
deg A+ deg A — k.

[Ipumenom noJiapue TpancdopMalnje J1001jaMo JIyaJHo TBpheme Koje TJIacu.

ITocnenuria 3. Heka cy [ u [y iBe mOKpeTHE IIpaBe Koje ce MoK/aanajy y k BpeHoCTH
napamerpa t. Tama mpecek ose 2 mpaBe je crenena Hajpuire deg [y + deg Iy — k.
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Teopema 5.2. Heka cy & u & mBe mpase win 2 Konuke. Heka ce tauka A kpehe mo

&1, a Tauka B no &, u HeKa 1ocToju npojeKTuBHO mpeciukaBame f @ A — B. Tana
je degA = degB.

Joxas: VI3 ycoBa ciean 1a MOCTOJU MPOjeKTHBHA TpaHcdOopMaliija Koja canka Ay
B. Kako cy npojektuBHe TpaHcdopMaliije 3alpaBo MHO3CHE WHBEPTHOMIHEM Ma-
Tpunama ciaeiu jaa je f auHeapHa Te 4yyBa crenen mna je deg A > deg B . Onmasge
cjeJin TBpheme.

JIema 5.0.3. Heka ce tauka A = (P, Q, R) kpehe no jequananom kpyry. Taga ce
A kpehe no upasuny (T? — U? 2TU, T? + U?) 3a neke y3ajaMHO mPOCTE TOJIMHOME
T,U. Takobhe Baxku 2max(deg U,deg V) < deg A

Joxas: U3 yenosa mvamo P24+Q? = R?. Cazna hemo IMATHPATH J0Ka3 KapaKTepH3a-
nuje [Turaropunnx Tpojku. Q* = (R— P)(R+ P). Ilomro Baxku (R— P, R+ P) =1,
caequ ga nocroje T, U maksu ja R — P = 27% u R+ P = 2U?. Kako je deg A
ounrenno jeanak deg (T2 + U?) pesyarar ogMax cJieju.

Teopema 5.3. Heka ce A u B kpehy nmo kouurnu £ cremenuma a u b. Tama je
deg AB < “T”’

Jloxas: IlpojeKTHBHOM TpancdhOpMaIEjoM TOMABAMO & Y jeIMHNTHE KPyT T2 + 1y —
2% = 0. Onasje ciaequ ja Moxkemo pehn 1a ce A u B xpehy pesioM 1o nmpasuimMa
(T? —U?,2TU, T? + U?) u (P? — Q* 2PQ, P?> + Q%). Jeanauuna upase AB je onja
nara ca: ((P?—Q?)2TU —2PQ(T* - U?))z+ ((P*—Q*)(T?+U?) — (P*+Q*)(T* —
Uy + 2PQ(T? + U?) — (P> + Q?)2TU)z =0

2(PU —TQ)(PT+QU)z+2(PU — QT)(PU +QT)y+2(PU — QT)(QU — PT)z = 0

(PT+QU)x+ (PU+QT)y+ (QU — PT)z=0
Buaun AB ce kpehe mo npasuay (PT + QU, PU + QT,QU — PT) Heka caga E
Jesn ¢Be Tpu Koopauaare. Amm taga F|PT w E|QU. U3 (P, Q) = (T,U) = 1 Cnenn
aa B.Y.O. E|P u E|U. A ouna kopucrehun E|PU + QT umaMo KOHTPaIUKIHA]Y.

Cnenm 1a cBe TpH KOOPIMHATE HE HECTA]y UCTOBPeMeHeHO Tj. AB je moKpeTHa IpaBa.
Caza je deg PT < max(P, Q) + max(T,U) < <2

IMTocnenunia 4. Heka ce A u B kpehy mo kouuru & u degA = degB. Tazxa je u
degA > degAB

On caga hemo kKopucrutn ciegehy jeHOCTaBHY YHEEHUILY: AKO je MOJTUHOM CTe-
IeHa S 10 jeJHO) TPOMEHJbUBO] HyJIa Vv s + 1 Tauku Tajia je oH jegHak () MOJTHHOMY.
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Teopema 5.4. Tpu nokperne tauke A, B, C' cy yBeK KOJHHEAPHE aKO Cy KOJIUHE-
apue y 0ap deg A + deg B + deg C + 1 ciyuajesa.

Zokas: Tephembe je eKBUBaAJEHTHO Ca

Pa(t) Qa(t) Ra(t)
Pp(t) @p(t) Rp(t)| =0
Pe(t) Qc(t) R

Jlako ce Bumm ma je oo monmHOM crernena uajsumie deg A + deg B + deg C,
oJIaKJIe HEMoCpe Ho cieau Joka3. llosrapuom tpancdopmaimjom takohe ao0ujamo
ciaenehe.

ITocnenuiia 5. Tpu noxkperne upase [, Iy, I3 Cy yBeK KOHKYPEHTHE aKO CY KOHKY-
perthe y 6ap deg [, + deg [y + deg I3 + 1 cryuajesa.

ITpumep 5. Hat je Tpoyrao AABC ca opronenTtpom H u ommcanum Kpyrom I.
[Ipasa xkpo3 H ceue crpanune AB u AC' y taukama E u F. llpernocraBumo ja je
K nenrap onucane kpyxuanine AAEF u na AK ceue I''y D # A. Jlokazaru na ce
HK w npasa kpo3 D nopmasnua Ha BC cexky Ha I'.

Jloxas: Aunmupajmo tauky E na AB. Taga je F +— F NpOjeKTUBHO KAO TEpPCIeK-
tuBHoCcT. Heka cy Fy, F1 cpenumta on AE u AF tum penom. Taga K gobujamo Kao
K =00, 4gFE1 N0 ack. E; ce xpehe crenenom 1 jep je E +— E; 1pojeKTUBHO, 1A
3aTo ce u mpaBa 0ol ABFE, kpehe crenmenom 1. VI3 HaBeeHe TUCKYCHje HMAMO:

degK < degoo apFE1 + degoo | acF1 = 2

Omnza kako kKaja ce F kpehie umamo ja ce yrao usmely FF u AB memba Kao u yrao
(KA, AC) e je crora E — AK +— D — (G IpojeKTUBHO TpecuKaBambe, na 3ato G
nMma crerer 2. Cana je degGK < degG + degK = 4. 360r oBora ocrtaje NpOBEPUTH
TBpheme 3aJaTKa y oIl H ClenujaJiHuX CJIydajeBa, ajau OBO je JIAKO U TUME je JI0Ka3
T'OTOB.

Cajta hemo nokasaTu npuMeHy Ha IpobJeMy ca TypHHpa I'PaJioBa KOJH IIPea-
ravyd HUCY VCIeJId Jia pelre, KOju je 3aTo 0uo ,,0TBopeH mnpobdsem”. Mako je majio
becmucieno pehu ga je oTBopeH mpobIeM y TeOMeTPHjH, 0 TaJla HUKOM Ha TYPHUPY
I'pajioBa HUje OUJIO MO3HATO PEIICIHE.

[Ipso cy HaMm morpebHe aedUHUIN]e HEKUX TadaKa.

e 3a tauky P nonHo:xkje Hopmase Ha BC HaswBamo P,, n CAMETPHYHO 3a OCTaJIe.
e [enepasm3oana Pojepbaxopa Tadka npape [ o3HadeHa je ca [

e 3a nBe Tauke P n () nedpunnmemo A,, = P,P. N F;(Q),, CHMETPHYIHO 3a OCTAI
temena. [Ipumerumo m1a je oie penocien temena P u () BaxkaH
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e Kpyxkuura onucane oko tpoyria ABC je nara ca (ABC), O je nentap (ABC)
e [lemannu xpyr ox O je M, M,M,. rne M, € BC
e [ opronentap, nejgaanu Tpoyrao je H,HyH,

Teopema 5.5 (Teopema Buasa-I1lesnosa). Heka cy P, Tauke na npasoj [ kpo3 O.
3ajeqHUYKe Tauke Z,, Ly, Z. KOje Cy Hpecely oJroBapajyniux crpaHuna TpoOyriaoBa
ApgBpeCpq 1 AgpBgpCyp daune Tpoyrao xomoTerndan tpoyriny ABC rae je menrap
xomoTeTHje Fj.

KoMmucuja Typaupa rpajiosa je gaJja JoKa3 IapajeJHOCTH oJAropapajyhux crpa-
HHUIIA, a1 HUje crnenudunmpasia mearap xomoreruje. OBie gat goka3 tuma Cpoduje
ca TT' 2019 romune kojum ce nokasyje ja je Fj 3aucra mnenrap xoMmoreruje.

Jlokas: [Koukypenraoct, Cyboruh-T'Bozauh-T1Tososuh]

Annmvupajmo Tauky P ua l. Tayga deg P, = deg P, = deg P. = 1. Kaxo je P, —
P. npojekTuBHO W Kako Kaja je B, = A # P., npasa P,P. nonupyje IlltajuepoBy
KOHHKY Ta je deg PP, = 2. 3aro je deg Ay, = deg PP, + deg Fi(), = 2+ 0 =
2. Cuienn pia Baxku deg Ay, = deg B,, = deg C,, = 2 Ilourro je deg QyQ. = 0
u deg FiP, = 1 caenn ga je deg Ay, = 1. Camuno je u deg Ay, = deg By, =
deg C, = 1. Ilpumernmo na ce B, u C), moKIanajy kajaa je P Ha KPyTy, OJHOCHO
deg Bp,Cpq = 2. Konauno deg 7, < deg B,,C,,+deg By, Cy, = 4. 3a caja je crenen
3a IIPOBEPaBALE ITPEBEJIHK, 6110 OM HAM IMOTPEOHOo 5 cydajeBa Ja peluMo 3aaTaK,
a MH UMaMo caMo 2, HamMe Kaja je P Ha Kpyry.

Jlema 5.0.4. B,,C,, = B,,Cy, BazKu 3a 2 pazjnduTe 1o3unyje tadke P.

Zloxas: Ilpo TpuBujasno je ako je P = (). OBo cajza je kipydan TpenyTtak. TBpaumo
Ja Tadka QF pmeduHHcaHa KAO HHBEP3 TadKe () IPU MHBEP3UjH OKO OIMHCAHOT KPYTa
3amoBo/baBa yciios Jieme. Jlokazahemo na Baxkn QFF||Q.Q, n caudne pesarnmje.
[Tokarkumo /12 CMO FOTOBH YKOJIMKO OBO Baxku. HapaBuo u 0OpyHyTe pesarnje Bazxe,
1j. Q. L1||QEQ;. (axo je @) muBep3 ox QF Tajga je Q* musep3 ox ()) Aim jako ce
BHUJIU Jla Cy CBe Tadke Kao A,, y 6ecKOHaYHOCTH, ITa ce 3aTo onfa By Cpy = BepCyp
HOKJIAIA]y U jeJIHAKHU CY HPaBoj y O€CKOHAYHOCTH.

JIema 5.0.5. Q:F||Q.Q, 3a Q* wnBep3 o1 Q) y onxocy Ha (ABC).

Jlokas: JTokasz hemo uzBectn komiutekcanM 6pojesnma ca (ABC') jeAMHIIHOM KDY K-
HUIOM ¥ peajHOM mpaBoMm [. Tauky [ hemo 3Batm f, u Heka je (Q* y o3Hamm p.
f= e gy = (bt cetp—bep), ¢ = 3(a+c+p—acq), g = 3(a+b+p—abg),

b+c+p—>bep —(a+ b+ c— abe)

eR
a+b+q—abqg— (a+c+q—acq)

fpaHQCQb =

37



Konuke, Kybuke 1 Kperame Tagaka

38

(p —a)(1 = be)
(b—c)(1 —aq)

P ¢Rr
1—aq

eR

=

R4 =
l—aq 1-1

& (pg—1)(@*—1)=0

A momrto ¢y p w ¢ UHBEpP3W y OJHOCY Ha onmcanu Kpyr Baxku pg = 1. [Ipumernmo

Jla, CMO OBJie TIOKa3aJIH [1a je Tadka (Q* ca maToM 0cOOMHOM jeIMHCTBEHA.

CIIVKA V3

Kako ce B,,Cp, u By,Cy, nokaanajy y 2 tauke ciaegu deg Z, = 2. Jla 6ucmo
MOKA3aIM J1a Cy g, Fj, A xosmureapue morpebuo je mposeputu 2+ 0+ 04+ 1 = 3
caydaja. Kana je P wa (ABC) Baxu na je Z, = F; ma TBpherme TPUBHjaTHO BayKH.
Ocraje mpornahu jomr jeman caydaj. Mu ra mumemo yenesn Hahu. 3aTo je morpeGHO
HeKako 3a00uhu oBo. PurcupajMo Tauky P mpom3Bo/bHO. 3a/laTak je Haabe jaKo
TexKaK 3aro ra osakmajmMo. Kako? Anmmupajmo () jauneapno na [. VI3 nperxojue
JHMCKYCHje TOBOJBHO je moKa3aTu TBpheme y 3 ciaydaja. Anm kKaga je () Ha Kpyry
TBpheme je TpuBHjasHO Te je ocraso Hahwm jomr jenny mosunujy 3a (). Ceean cmo
npobJieM Ha u300p Taduke () ca morogHuM uzbopom Tauke P. Y CYIITHHU, ©UMaMO
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cobogan m36op obe Tauke P u Q! Anu kako je | HACyMHUUIHA TpaBa TO HAM OTEKaBa
IaHOBe. (YUHU ce 12 je BepoBaTHO Moryhe omabparn taduke P, () MOBOJGHO T€ TAKO
pemuTy mpobsem) 3aTo caga yauHuMO ga | Gyae noBosbHA, Tj. aHuMupajmo (! Jla
Oynemo mpernusuu: y Tpehem ciayuajy tauke P y3zmumo P = O,y tpehewm ciyuajy
rauke ) yamumo Q = [N BC, u caga anumupamo @ Ha BC'. ( TakKO ¢MO WHIMPEKTHO
AHUMUDATH [, AU He KBaJIpaTHO jep mpesasu camo 180 crenenn) P je dpukcupana
amu deg ) = 1. Kao u manonpe deg Q,Q). = 1 na je deg A, = 1, aam nomTo je
deg Q. F1 = 1 n deg MM, = 0 cnegu deg Ay, = 1. I3 guckycuje BuIuMoO Ja je
ner Z, < 4 te ocraje tBpheme nposeputu y 4+ 0+ 0+ 1 = 5 cayuajesa. 3a | =
OM,, OM,, OM,. tBphemse je TpuBHjaIHO. 3a Mocaeama 2 ciaydaja neka | = OB, OC.
®okycupajmo ce Ha cayxaj | = OB. Ilokaxmvo By,C,y, = AC. OBo Bazkn 3aT0 MTO
H, =F = Cy u F{M, = AC na je B, na AC. A caga cMo roToBu jep ce u3
B,,Cyp = AC nobuja na ce Z, nanaszu na AC, a FjA = AC. (ga cmo xestenn 6uTu
MaJIO MPEIU3HUjH, MOTJIH CMO MTPUYATH O JIMMEeCHMa U UCTH J0Ka3 6u pajno). OBumM
CMO TIOKa3aJIu JIa TBpheme BaxKu Kaja anumupamo () na BC, Tte cMo nokaszaiu 3
caydaja KaJa aHuMupamo (), Te cMO OHJIa TOKa3a u 3 ciaydaja Tauke P W TuMe je

J0Ka3 I'OTOB.

Bidva-Shevtsov
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Kybuke 1, reopema Kajauja u
baxapaxa

Hedbunnumumja 6.0.1. Anrebapcka KpuBa je TeOMETPHjCKO MECTO TavaKa KOOPIH-
Hara (z,y) Koje 3amoBosbaBajy F(x,y) = 0, rue je F nonnuom. Crernen anrebapeke
KpHUBE je HajBehu cTeleH JAaTor MOJTUHOMA.

Kao mro je Beh nanomenyro, moxkemo xomorenusosaru F kao P(x,y,z) =
n T Y
2"F(2,%). Kybuke cy anrebapcke Kpupe cTernena 3.

Hedbunanmumja 6.0.2. Kaxkemo ja je anredapcka KpHUBa jereHepHCcaHa YKOJIHKO je
onropapajyhu mosmmaoM pactaB/buB. CrernujasHo, KyOUKa je JereHepucana YKOJIUKO
nMa 006k QL = 0 rae je ) xouuka a L npasa (1 () Moxke OUTH JereHepHCaHA).
OBa KyOHKa je yHHja MpaBe U KOHHUKE.

Cse Bpeme pajauMo 6€3 CHHIYJIapHUX TAdaKa.

Teopema 6.1 (Teopema Kajimja u Baxapaxa). Heka ce 2 kyGuke ceky y 9 Tauaka
KOje ce Hajaze y omimToj no3unuju. Tama 6miao Koja KyOMKa Koja MpoJa3u Kpo3 8
Tavaka, IpoJa3h U KpPo3 JeBeTy.

Hanomena 1. U y cuenujajgnum cjiydajeBUMa MOXKEMO [IPUMEHUBATH Bancra
YKOJIMKO 3HAMO JIa TBpherme BaXkKu 3a MPON3BOJbaH I10JI0Ka] TavaKa KOje Cy Y OIIITOj
HO3WINjU, MOYKEMO MPUNU TPOU3BO/HHO OJIN3Y JATO] CIENHjATHO] KOH(DPUTYPAIIU]jH.

Teopema 6.2 (AnurtuBHa rpyna Ha Kyburm). Heka cy 9 KyOuka um HeCHHTyJIapHA
rauka O Ha 1Oj jlaTn. 3a 2 npou3Bo/bHE HecuHryaapue Tadke A u B mahemo Tpehn
npecek ca Kybukom n Haszouma ra C. Hakon oBora, zHeka je Tpehm mpecek OC ca
kybnkoMm Tako3Bana cyma tadaka A mw B y oznamum A + B. Ca —X geduruIEMO
upecek OX ca KyOoukom, u 3a A + A y3umamMo TanrenTy Ha Kyouky y tadxkm A.
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Teopema 6.3. OBako jedunucano cabupame Ha Kyounu unau AGesoBy rpymy (6e3
CHHTYJIADHUX TaYaKa).

Joxas: Ouuritenno je A+ B= B+ A, A,B e dranau A+ B € 19, O je ngearurer,
u nocroju uasep3 —X . ITokaxumo acommjarusrocr 1j. (A+ B)+C = A+ (B +
(). Kopucruhemo caza . 3a npaBy kpo3 Ttauke P, (), R na Kyouu KkopuctruheMo
osuaky L(P,Q, R). Heka cy cama gare Tauke y ommroj mo3unuju. [locmarpajmo nse
kybuke 9 u L(B+C,0,—B—C)x L(A,B,—A—B) x L(A+ B,C,—(A+ B) - C).
3a Tpehy ky6uky yszmmumo L(A, B+ C,—A — (B+(C)) x L(A+ B,0,—A — B) x
L(B,C,—B— (). Kako Tpeha ky6nka mpoJasu Kpo3 8 Tagaka MOpa U KPO3 JIEBeTY.
Ausn nomrro npase L(A + B,0,—A — B) uw L(B,C,—B — () Beli umajy no tpu
npeceka ca KyoukoM, u A, B+ C, —A — (B + C') ¢y Tpu pa3induTre Tadke, CJIEIA 12
je —A—(B+C)=—(A+ B) — C 4ume je joKa3 3aBpIieH.

[TokaxkuMo J1a OBa CTPYKTypa He 3aucu oj u3bopa O (myie). ledunummmvo
onepanujy +' ca myaom O'. Caga hemo npencrasutu +' npeko +. [Ilpumernmo ma je
omneparmja +' eKBUBAJICHTHA ca y3uMarmbeM nisep3a pasanke O — (A + B), mTo nam
maje A+ B=A+B—-0'.

Teopema 6.4. 3a 6uso xoje Tpu tauke A, B, C' kybuke 1 Koje jexke Ha npasoj [,
36up A + B + C ue 3aBucu o uzbopa l.

Joxas: IlpumernMo na je oBaj 30up jemnak 20 ogHOCHO 1) IpeceK TAaHTe€HTa Ha
Kyouky y O.

Teopema 6.5. Axo je O mpeBojua tauka tana je A+ B 4+ C = O ako u caMo ako
A, B, C' xonuneapue.

Jloxkas: Cmep caMo ako 0JMax CJIE/H, a 38 CMep aKo, IPUMETHMO J[a TOKOM cabuparba
A+ B u C tpehu npecek mopa butn Tauka O, jep jeaumHa npaba kKpo3 O Koja cede
¥y O je 3ampaso OO.

Teopema 6.6. Heka je ¥ mecunrynapraa kyouka u O je meHa MpeBojHA Tauka. Tama
je 30mp mrect Tavaka ) aKoO W caMO aKO ce OHe Haja3e Ha KOHUIH.

Joxas: Tlokaxkumo mpBo ako je 36up O 1ga oHjga cjeam Ja Cy OHe Ha KOoHuiu. He-
Ka cy tauke mare ca Aj, Ay, A3, B1,By, B3 u A1 + Ay + A3+ By + By + By = 0.
[ToznaTo je jia MOCTOjU jeIMHCTBEHA KOHUKA KPO3 D Tadyaka M HEKa je & KOHWKA
Kpo3 Ay, Ay, A3, By, By. U3 yenoBa umamo L(—A; — By, —As — By, — A3 — Bs). Cana
hemo npumenntu 6.1} Heka cy @ u L(Ay, By, —A; — By) X L(As, By, —Ay — By) X
L(As, B3, —As — Bs) aBe kyOuke, u neka je rpeha kybuka & X L(—A; — By, —Ay —
By, — Az — B3). Kako Tpeha xkybuka mposasu Kpo3 8 Tadaka mpoJasu u Kpos 9, a
nomro npaBa L(—A; — By, —Ay — By, —A3 — B3) uMa TaqHo 3 3ajeJHUYKe Tadke
cinean na Bs € €. IlokazkuMo cajia Apyry cTpany, Tj. ako Jexe Ha KOHUIU OHJIA UM
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KOHHUKE MMAajy CyMy HYJIa,

je cyma myaa. [Tocmarpajmo tauky X TakBy ga je Ay + Ay + A3+ B+ By + X = 0.
Tama X € £ rae je € kormka kpo3 Ay, Ay, As, By, Bo. At mommro ce KyOnka u KOHH-
Ka ceKy y TadHo 6 Tauaka ( 6pojehun w npeknanama) ciaequn X = Bs u TuMe je 10Ka3
3aBpIIEH.

Hedbunnunmnumja 6.0.3. Ilpojexnujy ca nmeHTpoM y HeCHHTYJIapHO] Tauku P € 19, ne-
punumemo kao maBosynujy Sp koja tauky X € o comka y gapyru npecek PX ca

.
TTokazkumo CaJa HEKOJINKO 3aHUMJ/bUBUX YHUILCHHIIA.

Teopema 6.7. Hare cy P, P’ necunrynapue tauke na . Taga SpSp = Sp/Sp axo
M CaMO aKO

1. Taurenre y P, P’ ce ceky Ha KyOuim
2. Ba cBako X € ¥ Baxu SpSp SpSp(X) =X
Zloxas:

1. IlokazalieMo YKOJIMKO KOMYTATHBHOCT BazKH /I3 Ce TAHTEHTE CEKY, JIPYTH CMep
je cmmuan. 13 komuneaprnoctn umamo X + P + Sp(X) = 0 u c1. jeqmakocTn.
Cabupajyhu cBe jeanaxocTu Tor tuia jpobujamo 2P = 2P,

2. Jlako crnean w3 ocobuHA MpOjeKIHje.
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Teopema 6.8. Heka tauxke P,C,D € 9. 3a mpou3Bo/bHy Tadyky X MIOoCMaTpaMo
Y = Sp(X). Heka npousso/bHa KoHMKa Koja nposasu kpoz C, D, XY ceue 0 y
taukama Z,T. Taga cy cBe npaBe 21 KOHKypeHTHE.

Joxas: Heka je O nupesojua rauka. Taga je Y = —X — P, a nomro C, D, X,Y, Z,T
siexke vHa kKouumu umMamo C'+D+X+Y +Z2+T = 0. Hame je —Z—T = C+D— P mrro
He 3aBucn ox X . Oxasjae caenn ga npasa Z1 yBek mponaasn Kpo3 tauky C'+ D — P
1 THMe je JIOKa3 3aBPIIeH.

Hedunumnuja 6.0.4. Heka je C' = O + O. Taxa rpancaanuony uHBOIYIHjY gedu-
HuieMo Kao npecsukasame X — X + C 3a X € 9.

Jedbununuja 6.0.5. Heka cy I, .J aBe KoMILIeKCHe OECKOHAUHE TAYKe JaTe Ca XO-
morennM koopanuarama (1,4, 0) u (1, —i,0). Taga I, J HazuBaMo KPyKHIUM TadKaMa.

Bujnmo caja 1@ cBaku Kpyr HpoJiasm Kpo3 OBe JiBe Ta4dKe. 3aucTa, je/[Had9nHa
kpyra je (r — za)? + (y — 2b)*> = r22% 3a mexe KomILIeKcHe Opojese a, b, c, onaxie
ce j1ako Buiu. Takohe Baku jia jeuHa KOHMKA KOja IIPOJIa3Ku KPO3 KPyzKHE TAdKe je
3aMpaBo KpyT.

Hedbununnuja 6.0.6. KyOouky 30BeMO KPY2KHOM aKO IIPOJIA3U KPO3 OBAKO JedrHHU-
cane [ u J.

Teopema 6.9. Heka cy P u () Tauke Ha KpyxKHOj KyOuiu ¢. [IpaBa [p mposasu
kpo3 P u ceue ¥ y taukama X,Y, nok [y nposazu kpo3 () u ceue kybuxy y Z,7T.
Taga cy X,Y, Z, T kounukandse (3a cBaku u300p Iy u ly) ako u camo ako je PQ)
MapaJIeTHO Ca ACUMIITOTOM.

Joxas: Heka je M Hekpy»KHa Taduka y O€CKOHAYHOCTH Koja npumana v. Ako je P(Q)
napaJjeHo ca acumnrorom taga P+Q+ M = O. Takohe Baxu [+J+ M = O Hamwe
nMamo 1a X +Y +P=0uZ+T+Q =0.Cnemn naje X+Y +Z2+T+1+J =
—P-Q+1+J=M+1+J = 0 onmakne gobujamo na X,Y, 7, T, 1, J nexe Ha
KOHUITH, aJIl OBa KOHUKA je KPYT jep MPOoJa3u KPo3 KPYKHe TauyKe U TUMe je JT0Ka3
3aBPIIEH.
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Kybuke 2, I3onTtunuke Kyouke

7.1 W30roHa/JTHOCT Yy 4YeTBOPOYTIJLYy

Hedununmja 7.1.1. Axo cy npase OX u OX' usoronanue y yry YOY' Tana
muremo [ x (X X', YY)

Hedunumnuja 7.1.2. Heka je mar yerBopoyrao ABA'B’. 3a nse tauke X u X'
rOBOPHUMO JIa Cy W30TOHAJTHU KOEYTATH y ofHOCy Ha derBopoyrao ABA'B’ ako je
samoBosbeno [4(XX',BB'), I'((XX',BB'), Ig(XX' AA"). (Illozuaro je ga 3 uM-
IUTATAPA]Y U YeTUpH)

Hedbunaumuja 7.1.3. [eomeTpujcko MecTo Tavaka TaKBUX 18 UMAjy MW30TOHATHOT
Komwyrata y dersopoyriay ABA’'B’ oznadasamo ca [(ABA'B').

Caa Hekonko GuTHIX Teopema Koje he mHam momohu.

Teopema 7.1. OBjie paJIMO ca OPUJEHTUCAHUM YIJIOBHMA.
1. ZAXB=/CXD
2. Ix(AA',BB')

3. Ilpojeknuje u3 X Ha cTpaHUIe YeTBOPOYIJIA JieKe Ha KPYry (HA HCTOM TOM
KpYTy Jiexke u npojekiuje u3 X')

Joxas: Cea oBa TBphema cy mo3Hara.

Teopema 7.2. C u (' ¢y uzoronanau komyraru y ABA'B’ ako u camo ¢y A uw A’
M30TOHAJIHU KOIbyTraTu y ofanocy va BC'B'C’.

Jokas: Jlokaz opmax csenu u3 [7.7] ann moryhe je n jiakuMm padyHoM yriiosa jnohn
JI0 UCTOT 3aKJ/bYKA.
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7.2 WBonmukKJINYHE MHBOJIYIIHjE

Hedunnnnuja 7.2.1. Heka cy gare rauke A, B,C, D. Ca fapcp Ha30BUMO DYyHK-
nujy Koja cauka tadky X y Y, npecek kpyrosa (ABX) u CDX.

Teopema 7.3 (Kimudopn). Bazkn na je fapcpfeopa = feepafascp-

Jlokas: Tepheme je maBep3nu ayas MukenoBe TeopeMe 0 KOMILIETHHM Y€TBOPOY-
[JIOBHMA, TJie Ce HHBEP3Uja IpUMebyje Y TeMeHy 4eTBOPOyIJIa.

Hedununuja 7.2.2. 4-opburom tauke X y oxnocy Ha gersopoyrao ABA’ B’ 30Bemo
YEeTBOPKY TadaKa: X, Y = fAB7A’B’ (X), Y/ = fAB’,A’B(X)7 X = fAB7A’B’ (Y/)

7.3 WNuBep3uja+pediekcuja

Hedununuja 7.3.1. Kana kakemo nnsepsuja+pediekcuja ca mearpom O MUC/IH-
MO JTa KoMTo3uInjy maBep3uje v O u mpecimKaBara Mpeko (huKcHe mnpase [ KO-
ja mponasu kpo3 O. 3a gare tauke X, X' Y, Y’ o3HauuMo ca ¢xyx/y’ JEJAUHCTEHY
HHBEP31]y+pedKiIecujy Koja Mema Tauke X <> X' nY < Y.

GABA/p j€ 3aIpaBO KOMIIO3WUIHMja WHBep3HWje v MUKeT0BOj TAYKN YETBOPOYT.JIA
ABA'B’ nonynpeunuka v MA X M B yKOMIOHOBAHA Ca MPECIUKABAEM MTPEKO CH-
merpaJe yriua LAMA'.

Teopema 7.4. ¢apap-(C) = fap.apfpapa

oxaz: 3a npoussosno C meka je C* = fap a4p<(C) u D = ¢papa-p+(C). Iloka-
zahemo ma cy A, B*, D,C* ma kpyry, mrto he 3aBpmmTu 3aJaTak jep OHIA CHMe-
TpudHo Jobujamo ja cy A* B, D, C* Ha kpyry.

/(AD,DB*) = /(AD, DC) + Z(DC, DB*) = /(AB, BC) + /(CA*, A*B*)

Z(AC*,C*B*) = Z(AC*,C*M) + Z(MC*,C*B*) = Z(CA*, A*M) + /(M B, BC)

Z/(AD, DB*)Z(AC*,C*B*) = /(AB, BC)+/(CA*, A*B*)+/(A*M,CA*)+/(BC, MB) =
Z(AB,MB) + Z(A*M, A*B*) = 0

7.4 XapMOHUjCKe IIeCTOPKEe

Hedbunnumja 7.4.1. [Mlecropky tauaka (A, A'; B, B'; C,C") HasuBamo XapMOHHU]-

CKOM aKoO ! , , )
a—bc—ab—-c¢ ]
V—cd —-bd —a
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Hedbunanmnuja 7.4.2. XapMOHH]CKY IIECTOPKY 30BEMO PETYIAPHOM aKO U CAMO aKO
ce cpenuinta ox AA', BB', C'C’ cBa mehycobuo pasmukyjy. Ine cy a,ad’ ura. ogrosa-
pajyhu KomrmiekcHn OpojeBu.

Ouuryiesino je ja nocroju jeauncrsena rauka C rako jpa (A, A’; B, B'; C, C") 6yae
XapMOHUjCKa TTEeCTOPKA.

Teopema 7.5. Ilecropka Tawaka (A, A'; B, B';C,C") je xXapMOHHjcKa aKO U CaMO
aKO je ¢ABA’B’(C) ="

Zoxas: Heka je M koopamHaTHE moderak u cumerpasa yria ZAM A’ peanna oca.
Tana je ¢papap €KBUBAJIEHTHO ca a % A cama ¢cMo TOTOBH jep je JTaKo MpoBe-
putu 1a ako je ¢papap (C) = C' onna je (A, A'; B, B'; C,C") xapmonnjcka. pyru
cMep cJIeu U3 MPBOT M jJeIMHCTBEHOCTH XapPMOHHjCKe TITECTOPKE.

OBo TBpheme Ham omoryhaBa ja CBe XapMOHU]CKE ITECTOPKE YCTBAPHU BU MO
Kao TPOjKe MapoBa WHBEP3a IPU QABA/ B/ -

Teopema 7.6. Axo cy C, C’ uzoronanuu kowyraru y ABA'B’ onja Baxu (A, A'; B, B';C,C") =
—1. JIpyrum peunma axo je 1mecTopKa W30rOHAJIHA OHJIA je U XapMOHUjCKA.

JToka3 oBe TeopeMe heMO M30CTaBUTU MAKO je caMO pavdyH yIJIOBa.

Teopema 7.7. Axo cy cpemumira on AA', BB',CC’ xonuHeapHa M BaykKu Ja je
(A, A", B, B'; C, (") perynapHa XapMOHHIjCKa TIECTOPKA, OHJIA je W M30TOHAHA.

Jlokas: Vzoronanoct je ekpuBajentHa ca [o(ABA'B’) mto je nabe eKBUBAJIEHTHO

ca

1

- —ac—a
R
I _ab—a

1 1
s ta—2—c

& eR
lta—3—0b

IITO je eKBUBAJEHTHO Ca KOJWHEAPHOITNY CPeJUIITa U TUME je JTOKa3 3aBPIIeH.

7.5 MHN3onrmuke KyOuke

Caza MozkeMo J1a Kpernemo Ja npudamo o [(ABA’B'). TlokazkumMo IpBo Ja je 0BO
3aIpaBo KyOHKa.

Teopema 7.8. [(ABA'B’) je kybHa Kpusa.
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MzonTruka Kybuka

Joxasz: Pajumo y komiuiekcauM OpojeBumMa. ['eoMeTpujcko MecTo Tadaka je Ouuriei-
HO JIaTO cJjiejehoM je THaYnHOM

z—a z=b

b Y
=
z—b z—a’

IITO ce CBOIY Ha KyOHY jeanaunny no . [IpuMernMo jJa cy 4iaHOBH Ko Tx° U T x
HyJlTa ako U caMo je a + a' = b+ b Tj. geTBOopoyrao je mapaJesgorpam. Y ciaydajy
napaJjiejiorpamMa oBa KyOHWKa je JereHepucana Ha HpaBy y OECKOHAYHOCTU U XUIEP-
boty.

OBe KpuBe 30BeMO H30ITHYKE MM U30T'OHAJIHE KyOUKe.
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Caga hemo mpoyuntn meke ocobune [(ABA'B').
Teopema 7.9. Ha I(ABA'B’) ce nana3ze cieselie Tauke:

1. A,B, A", B

2. ABNA'B'=P,ABNAB=P,

3. M (Muxkesosa Tadka)

4. MOAHOXK]je HOpMaJle U3 IpeceKa aujaroHana Ha PP’

5. tauka T takBa na cy ATAB' u ATA'B ciudHu aqu CynmpoTHO OPUjeHTHCAHN
Joxas:

1. Cnenn u3 nedununuje

2. Caemu u3

3. Cnemun u3 I (ABA'B’)

4. MurepecanTHa BexKOA 3a YUTAOIA

5. Caeau usz I7(ABA'B’)

Teopema 7.10. Ako X € [(ABA'B') tana Y = ¢papap(X) € I(ABA'B’). Takobe
cBe Tako gobujenHe npase XY mpoJiaze Kpo3 PUKCHY TAUKY.

Jloxas: Cregu w3 U padyHa yIJIOBA aJd OBJE IPEICTaB/haMO JOKa3 MOMONy
agutusae rpymne. Heka (ABX) cede kyGuky mrecru myr y tadku Y. Taga Baku
Y*=—-A—-—B—-1—-J—X amxako je A+ B = A"+ B’ (3aro mro ABNA'B’ €
I(ABA'B’)) sumnmo ga cy A, B, X, Y™ Ha Kpyry u TuUMe je JOKa3 3aBpIIeH. 3a
JIPYTHU Jie0 JI0BOJBHO je HamomenyTu jga je ¥ + X = —A — B — 1 — J. Oue cmo
kopuctiin Ja je [(ABA'B') usokpyzxHa aan 1o heMo KacHHje MOKa3aTH.

Teopema 7.11. Csaka nupasa XY us npoJasu kKpo3 tauky T ( medbunucany y
[7.9). Taxohe PT tne je ABN A'B' = P je napanento ca LaycoBoM npaso.

Jlokas: TIpeu meo ce mozke Halim y [8]. TTokaxkumo cama apyru neo kopucrehin ajan-
nmuoHy Tpymy. HoBosbHO je mokazatu ja cy P,T' u —I — J xonuneaphe. [pyrum
peunma 1a je P+T1T =1+ J. Kao u pannje X +Y = —A— B — [ — J, a 1ako BaKke
nP=—-A—-B,T+X+Y = 0. Kopucrehu cse nasejeno jgobujamo

P+T=-A-B-X-Y=—-A-B4+A+B+I1+J=1+J

Onakne ciaenn TBheme.
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CIINKA Y3

Teopema 7.12. [(ABA'B’) je reomerpujcko MecTo Tadaka X 3a Koje CpeIINTa
nyxku X X' jexke Ha aycoBoj npasoj, riue je X' = ¢apap.

Zoxas: Tlosuaro je na cy tauke X, X’ okycu HeKe ylmcaHe KOHHKE M Ja HEHTap
Te KOHUKe Jiexku Ha [aycosoj npasoj. dpyra crpana ciemn u3 (7.7}

Teopema 7.13. Heka cy (C,C") u (D, D’) napoBu u30roHaJHUX KObYraTa y de-
topoyrity ABA'B’. Tana ce u I[(ABA'B’) noknana ca [(CDC'D’), gak mra puie
CBaKM MMap M30IOHAJHUX KOIbyTaTa Ha je/IHOj KyOUIlH, jecTe nap u30TOHATHUX KOIbY-
rara Ha Jpyroj KyOuIu.

Jokas: Tepheme nako ciaepn uz (7.7 u

W3 npeTxoaHor ¢MO BHJEIN Jla je CBaKOj M30NTHUYKO] Kyburu moryhe j1ogeuTu
MuxkenoBy Tauky M kao u I'aycoBy npaBy. Caja hemo ekcrinnuTao Hahu je THAUTHY
U30NTUYKUX KYOHKA.

Teopema 7.14. [locroju KOOpAMHATHUA CHCTEM Y KOME€ M30IOHAJIHA KyOMKa y3uMa
dopmy (22 +y?)(z + A) = Bz + Cy.

Joxas: Heka je M MukenoBa Tauka oBe Kybuke, u Heka je ABA'B’ uerBopoyrao
KOoMe OHa oarosapa. IlocraBumo cumerpany yrina AM A’ 3a y ocy, u M y uyny. Tana
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je ¢paparp maro ca (z,y) — <9323”Ty2, x{—fy2> To mro cpemuinre Jjexku Ha ['aycoBoj
upasoj 2Ax + 2By = 1 je eKBUBaJIEHTHO Ca
Az(z® + 9 + 1)+ By(2® + 9> — 1) = 2> + ¢*
(Az + By + 1)(2* + y*) = —Az + By

U cama jomr ocraje mpumenuTu poranujy koja masbe upaBy Ar + By +1 = 0y
BEPTUKAJIY.

IMocnemuiia 6. Ceaka m3orona Ha KyOuKa je KpyrKHA.

Teopema 7.15. Kpy:xua KyOuKa je n300THYKA aKO U CAMO aKO Ce TAHTeHTe Y KPY K-
HUM TadyKaMma CeKy Ha Kyoumm. AKo ce ceky Ha KyOuim, oHaa mpoJjase Kpo3 Muke-
JIoBY Tauky M.

Jloxas: TlocraBuMO KOOPJMHATHH CHCTEM TaKo Jia je He-KpysKHa 0eCKOHaJHa TadKa,
Ky6uke Ha y ocu. Kpyzxua Kybuka Taga uma obmuk (22 + y?)(x + A) = Bz +
Cy + D. Ann caga ce 1aKo BUAM Ja TAHTEHTE Y KPYXKHHM TadKaMa IIpOJIa3e Kpo3
KOOPIUHATHU HOYETaK.

Teopema 7.16. 3a cse napose (X, X') n3oronainux komyrara va [ (ABA'B') axu
naje X — X' = K rne je K takpa ga je K + K = O ognocuo K je moperka 2.

Zoxasz: Jlako ce Buau ga ako ¢y X, X' u Y, Y’ napopu H30roHaJHUX KOHBYyraTa Taga Cy
u XYNX'Y' u XY'NY X' uzornanun xowyraru. Ogarie gobujamo X +Y = X' +Y’
u X +Y =X +Y ongakie 3aKk/bydak CJeu.

Teopema 7.17. Baxke caezehie ocobune laycose npase u acumnrore [(ABA'B'):

1. acummToTa je mapanaenna ca ['aycoBoMm mpaBom

2. acHMITOTa MpoJia3u Kpo3 peduiekcujy ox M mpeko ['aycoBe mpase

3. Vo € I(ABA'B’) cpemumre ayxu X Sy (X) nexu ma [aycosoj mpasoj
Joxas: N 1. u 2. kopuctuhemo [7.14]

1. Acumnrora je TanreHTa y OCKOHAYHO] peajiHOj TAYKH OO, T€ HOBOJHHO je

nokasaTu jia u [‘aycosa npapa mpoJia3u Kpo3 iy, ajand OBO je JaKOo jep je 0og =

(0,1,0), a jernaunna aycose mpase je = + % =0

2. Jemmaunua TanreHTe Ha KpuBy P(x,y,z) y tauku (a,b,c) je nara ca
Yoyt Pl(a,b,c) =0

. 3aro je jennaumna acumnrore r + zA = 0. llpumerumo ga je jeanadnna
laycoBe npaBe x + z% = (0 o7akae pe3yaTaT JaKo CJIeJIH.

3. Coemn u3 Sp(X) = Seop(X') u Tora ma je cpemumre og X'X na Iaycosoj
paBoj.
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Kybuke 3, Kybuke KBapTeTa

Hedbunnmuja 8.0.1. Heka cy mare tauke X,Y, 7. Ca ¢x 03HAUUMO KOMIIO3HIIH-
jy WHBep3Wje W MpecJuKaBama Mpeko yria X Koja Mema Tadke Y u Z. CAUYHO

JnedbuHAIIeMO U @y, Q.

Teopema 8.1. Ilperxoano nedunncane Tpancdopmaliija KOMyTUPajy jeaHa ca apy-
oM, Ka0 U €& U30TOHAJTHOM KOIbYTAIHjOM.

/loxasz: Kako cy cBe Tpancdopmalimje IpojeKTUBHE CJIeIH /13 je J0BOJHHO ITPOBEPUTH
TBpheme y 3 ciydaja, aju ce 0BO JIAKO ITPOBepaBa 3a IEeHTPe MPHUITHCAHUX KPYyTroBa
Te je J0Ka3 TOTOB.

Hedbununuja 8.0.2. Heka je A upoussospna tauka, B = ¢z(A), C = ¢y (A)
D = ¢x(A). Taga gerBopky Tauaka (A, B,C, D) 30BeM0 KBaApTETOM Y OJHOCY HA
tpoyrao AXY Z.

[Tokaxkumo cajia jako OUTHY Teopemy.

Teopema 8.2. /lar je Tpoyrao AABC u tauka T. I'eomerpujcko MecTo Tadaka X
rakBux Jga X X', rae je X' usoronannu komyrar tTauke X y AABC, upoiasu Kpo3
T je xybuka T Koja mpoJia3u Kpos3:

e A B C

® LEHTPE NPULKUCAHUX KPYIOBa
e IleHTAp YIUCAHOL KpPyra

e T’ w3zoronannu Komyrar og T

Yak mrra Buiire, oBa KyOuKa je KpyzKHa ako U caMo ako je 1" GeckoHavHa Ta4Ka.
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Ky6uka xBaprera

Jloxas: Pagumo y 6apurieHTpuaanM KoopanHaTama ca pedpepertaum tpoyriaom ABC.

. . 2 2 2
Ilosnaro je qa je m3oroHaaHm KomyraT Tauke P = (z,y,z) gar ca P’ = (%, %7 ).
Konnneaprocr tauaka T, P, P' je eKBUBaJIeHTHA ca:

)
b2

Yy
q

JlakoM 1poBepoM BHJIMMO Jja je OBO KyOuKa, W Jia Jlare Tadke JiexKe Ha HOj.
[Tokakumo apyru neo. Ako je tauka Ty GeCKOHATHOCTH, OHA Ce HAJA3W HA MPABO]
y beckoHaIHOCTH, a Kako cy [ u J u3oronamnm Komwyraru y Tpoyriny ABC, Bugnmo
na tBpheme Baxku. Ca jpyre crpane ako cy [, J na kyouru taja ce T’ Ha upasoj [.J
OJIaKJIe CJeId JApyra cTpaHa.

= eR 8
= Nlan
I
o

Teopema 8.3. Baxku cienehe:

e deTBOpKa m3oroHanHux tavaka (A, B',C’, D') je takohe kBapreT

e npase AA',BB'.CC',DD’ cy napaJjeine
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Cruka y3 TadyKa Ha KpPyry

e tauke A, B,C, D, A", B",C", D', XY, Z I, J ce Hanaxe Ha KPYKHO] KyOUIH
e A+tA=B+B=C+C=D+D
Lloxas:
e Crenu u3 KOMyTATHBHOCTH KOMIIO3UIIH]E ¢y W M30TNOHAJHE KOFbyTAllH]je
e Jlako ciegu u3 padyHa yriaoBa
e I3 mpeTxomHe cTaBKe 1 (3.2
e Ouurienno Baxku A + A" = D + D', rakohe nomro ¢y X, A, D' u X, D, A

koamneapue umaMo A+ D' = A"+ D u 3aro je 2A = 2D, caudno U 3a ocraJie.

Teopema 8.4. Heka je (A, B,C, D) ksaprer u (A', B',C’, D’) mweroB u30oroHaj
kBaprer, y omaocy Ha AXY Z. Heka je Px = AD N BC,Py = ACN BD, P, =
AB N CD. Tauke Qx.Qy,Qz cy cinuno gedpunucane nmomohy A, B, C', D'. Tana

BazKH:

1. Ilpase PxQx, PyQy, P;(Q) 7 ce ceky y jeJIHOj TAYKH, U OHA C€ HAJA3U HA KPYTy
onucanoM oko AXY Z.

2. PxQy,QxPy u XY cy xoukypentre y Tauku Z', u Baxu ZZ'||AA’.

)
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Lloxas:

1. HasoBumo kyOuky kBaprera Y. [lokaxkumo na Py € Y. [Ipumerumo cienehn
HH3 JeTHAKOCTHU:

A+D =B +C
A+(A+ D)= (B'+A)+C
A+ A +D=B+A+C

A+D=B+C

[IIto je exkBupasenTHO ca TuM Ja Py € 1. Jla/be HeKa je Hy/1a MPEeBOjHA TAUKA.
Tana Baxku Px+Qx = A+A'+D+D" = —2K e je K GecKoHAYHA HEKPYZKHA
Tayka Kyouke. Kako je oBaj 30up cHMeTpHYaH, OCTaje jOII IOKa3aTH Ja Ce
rauka —2K nanasu va (XY Z), anu 0BO je J1ako jep je oBa Tauka 3alpaso
U30TOHAJTHU KOmyTraT o1 K.

2. IIpumerumo caenehe:

A+ D+ A +C' =(A+ D)+ (A +C") = Px +Qy
A+ D+A+C =A+A+C+D =A+D)Y+(A+C)=Qx + Py
A+ D+ A+C=(A+A)+(D+C)=-K—-Z
A+D+A+C" =A+D)+(A+C)=X+Y

13 oBUX jeaHAaYnMHA BHAMMO KOHKYDPEHTHOCT, ajiu ¥ Takohe na Z'+ K+ 7 = O
ITo je ekBUBaJeHTHO ca ZZ'||AA’ aume je J0Ka3 3aBpIIIEH.

Teopema 8.5. Heka cy A, Ay Tauxe taxse qa Ay A]|| A2 A} rie cy npumom o3HaYeHNT
EBUXOBI W30TOHAJIHU KOByraTn y ognocy Ha AXY 7. Taga cy npase A1 Ay, B1 By, C1Cy, D1 Dy
KOHKYpeHTHe ( IJie ¢y JaTe Tadke oJroapajylin KBapreT).

Jlokas: Tlpumernmo 7a cBe Tadke Jjeyke Ha ncToj KyoOumu kBaprera Y. [Tokaxkmmo
na je Ay + Ay = Dy + Dy u nokas he coenuru u3 cumerpuje. Ako je K OGeckoHadHa
HEKPY:KHA TadKa Ha Y, IPEMETHMO cJjejehe:

~K—-X=-X-K
A+ Al + Ay + Dy = Dy + A + Dy + D
A1+A2:D1—|—D2

Yuwme je j10Ka3 3aBpIIEH.
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Kouncrpyknuja kybuke kBapreTa
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3akJpy4dak

Kpo3s oBaj paj cMo BuIe I HEKEe OUeKHBaHe KAo U HeoUeKHBaHe IpuMeHe KyOuKa,
KOHHMKA, IPOJeKTUBHUX TpaHdCcopMalija, moMepamba Tadaka.. Bujaenn cMO HUXOBU
JIETIOTY, jE€JIHOCTABHOCT Ka0 U CJAOYKEHOCT, Te Jla CBAKO KO YKeJIU Ja HAy4dH, 3aUCTa U
MOYKE y3 MaJIo TPyJa, pajga u Bo/be. OBOM TPUIHKOM OUX ce 3aXBajn0 mpodecopy
ap Jlykn MununheBuhy Koju je u31B0OjHO BpeMe jia Iperyeia paj, ajd IPBEeHCTBEHO
3aTO IITO je CBOJUM IIpeJaBarbuMa, KPO3 YeTHPHU TOJAMHE, YCIIeo Ja Mpoaydbn Mojy
JbyOaB mpeMa MaTeMaTHIIH.
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